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Prefacio
El presente libro es complemento del libro Cálculo Integral, 
en donde a diferencia de la mayoría de libros de Cálculo, todos los 
ejercicios propuestos tienen respuesta y su desarrollo está hecho en 
esta obra.
Está orientado sobre todo a profesores de la materia para que 
sirva como banco de problemas a desarrollar en clase, talleres, debe-
res, lecciones o exámenes.
La numeración de los problemas y sus figuras guardan rela-
ción con el libro principal de tal manera de poder trabajar con am-
bos libros para obtener el mejor resultado.

Solución de ejercicios propuestos 




   









   
Ejercicio 5
  















Solución de ejercicios propuestos 







Pasando la 2da Integral al lado izquierdo de la ecuación:
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Sustitución:   









Sustitución sea:   
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Solución de ejercicios propuestos 
sobre Sustitución Trigonométrica
Ejercicio 1
Del triángulo rectángulo podemos obtener la siguiente relación:
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Reemplazando estos valores se tiene:
Ejercicio 2
   


















 Sea:   
 Aplicando caso Sust. Trigonométrica
 




































































Resolviendo este sistema de ecuaciones se tiene los siguien-
tes resultados:
Ejercicio 13



















Solución ejercicios propuestos 
de Integración de Expresiones Cuadráticas
Ejercicio 1





















Solución a ejercicios propuestos 
sobre Sustituciones Diversas
Ejercicio 1
Esta es una integral de la forma
Sustitución 




La integral tiene dos raíces de la forma au+b. Para el denomina-
dor, la sustitución sería x=z2 mientras para el denominador sería x=z3.
Una sustitución válida para los dos casos sería:
Ejercicio 3
Ejercicio 4
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Solución de ejercicios propuestos 
sobre Cambio de Límites correspondiente 













Solución ejercicios propuestos 
sobre Área Bajo la Curva
1. Encontrar el área bajo la curva de la función f(x)=1/x en forma 
aproximada (por exceso) entre 1 y 3 usando rectángulos diferenciales con 
incrementos de 0.25
Figura 1 
Ejercicio propuesto 1 sobre Área bajo la curva
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El área exacta calculada por integración es:
El área aproximada es mayor que el área exacta, como 
se esperaba.
2. Encontrar el área bajo la curva de la función  en forma 
aproximada (por defecto) entre 0 y 1 usando rectángulos diferenciales con 
incrementos de 0.25
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Figura 2 
Ejercicio Propuesto 2 sobre Área Bajo la Curva
El área exacta calculada por integración es:
El área aproximada es menor que el área exacta, como se 
esperaba
3. Encontrar el área bajo la curva de la función y=x3-x2-6x en forma 





Ejercicio propuesto 3 sobre Área Bajo la Curva
El área exacta calculada por integración es:
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El área aproximada es ligeramente menor que el área 
exacta, como se esperaba
4. Hallar el área comprendida entre la función y=-x2+5 y el eje x, usando:
• Rectángulos diferenciales verticales
• Rectángulos diferenciales horizontales
Figura 4 
Ejercicio propuesto 4 sobre Área Bajo la Curva
a. Rectángulos diferenciales verticales
Reemplazando x por x
Luego la función es simétrica con respecto al eje y. Se 




Ejercicio propuesto 4 sobre Área Bajo la Curva
b. Rectángulos diferenciales horizontales
  
Sea u=5-y du=-dy
Para y=0 u=5 para y=5 u=0
SOLUCIÓN EJERCICIOS PROPUESTOS SOBRE ÁREA BAJO LA CURVA
83
5. Hallar el área comprendida entre las curvas y=8-2x2; y=4-x2
Figura 6 
Ejercicio propuesto 5 sobre Área Bajo la Curva







6. Hallar el área comprendida entre las curvas y=x2; y=x3
Figura 7 
Ejercicio propuesto 6 sobre Área Bajo la Curva
Puntos de intersección
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7. Hallar el área comprendida entre la parábola y2-2y+x-8=0, las recta 
x=0, y=-1, y=3
Figura 8 
Ejercicio propuesto 7 sobre Área Bajo la Curva
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8. Encontrar el área de la región comprendida entre las curvas: y=x4-
2x3+2; x=-1; x=2; y=-x+7/4
Figura 9 
Ejercicio propuesto 8 sobre Área Bajo la Curva
Dada la complejidad de la figura, es mejor calcular por 
separado las áreas bajo las curvas  y 
luego restarlas
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9. Hallar el área comprendida entre las curvas: y=2x; y=(1/2)x3 usando 
rectángulos diferenciales horizontales
Figura 10 
Ejercicio propuesto 9 sobre Área Bajo la Curva
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10. Usando integrales, calcular el área de la elipse con cetro en el origen, 
semieje mayor “a” y semieje menor “b”
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Figura 11 
Ejercicio propuesto 10 sobre Área Bajo la Curva
Multiplicando por 4 el área total:












Solución de ejercicios propuestos 
sobre Volúmenes
1. Calcule el volumen de una esfera de radio r usando el método de discos
Figura 12 
Ejercicio propuesto 1 sobre ejercicios Volúmenes
Ecuación del círculo generador de la esfera:
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2. Calcule el volumen de un cono de radio r y altura h
Figura 13 
Ejercicio propuesto 2 sobre Volúmenes
Ecuación de la recta que genera el cono:
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3. Calcule el volumen generado por una elipse horizontal con semieje mayor 
a y semieje menor b, rotando sobre el eje x:
Figura 14 
Ejercicio propuesto 3 sobre Volúmenes
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El volumen total es el doble:
4. Encontrar el volumen del sólido generado al rotar el área comprendida 
entre las curvas y=x; y=x2.
Figura 15 
Ejercicio propuesto 4 sobre Volúmenes
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5. Encontrar el volumen del sólido generado en el ejercicio 4 al girar 
alrededor del eje y=2
Figura 16 
Ejercicio propuesto 5 sobre Volúmenes
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6. Calcular el volumen del sólido generado al girar la región entre las curvas 
y=x3+x2+2x+1, x=1, el eje x, el eje y, alrededor del eje x=2
Figura 17 
Ejercicio propuesto 6 sobre Volúmenes
Ya que es difícil despejar x, se intentará resolver el problema 
por medio de cilindros diferenciales o casquetes
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7. Hallar el volumen que se genera al rotar el área comprendida entre la 
parábola y=4x-x2 y el eje x con respecto a la recta y=6
Figura 18 
Ejercicio propuesto 7 sobre Volúmenes
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8. Encontrar el volumen del sólido que se genera al girar la región com-
prendida entre y=ex, y=1, x=1, alrededor del eje x
Figura 19 
Ejercicio propuesto 8 sobre Volúmenes
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9. Resolver el problema 1 de esta sección usando el método de cilindros 
diferenciales huecos o casquetes.
Figura 20 
Ejercicio propuesto 9 sobre Volúmenes
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10. Resolver el problema 2 de esta sección usando el método de cilindros 
diferenciales huecos o casquetes
Figura 21 
Ejercicio propuesto 10 sobre Volúmenes
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En ese caso conviene poner el cono con la base hacia abajo.
11. Hallar el volumen del toroide que se genera al girar alrededor del eje 
y, la curva (x-3)2+y2=4
Figura 22 
Ejercicio propuesto 11 sobre Volúmenes
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(x-3)2+y2=4 es un círculo de radio r=2 con centro en (2,0)
En este caso es mejor hacer una traslación del origen al siste-
ma de coordenadas hacia el centro del círculo. La ecuación del cír-
culo será:
x2+y2=4 girando alrededor de x=3
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12. Hallar el volumen del sólido que se genera al girar la región compren-
dida entre  y  alrededor del eje x en [0,3]
Figura 23 
Ejercicio propuesto 12 sobre Volúmenes
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Calcular el punto de corte
13. Use el método de cilindros diferenciales huecos o casquetes para encon-
trar el volumen del sólido generado al rotar el área bajo la curva y2=3x3 
alrededor del eje x en [0,3]
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Figura 24 
Ejercicio propuesto 13 sobre Volúmenes
14. Use el método más apropiado para calcular el volumen que se genera al 





Ejercicio propuesto 14 sobre Volúmenes
Límites de Integración:
Para 
SOLUCIÓN DE EJERCICIOS PROPUESTOS SOBRE VOLÚMENES
109
15. Use el método más apropiado para calcular el volumen que se genera 
al girar el área bajo la curva 
Figura 26 
Ejercicio propuesto 15 sobre Volúmenes

Solución ejercicios propuestos 
sobre Volumen de Sección Recta Conocida
1. Encontrar el volumen de un cono cortado por la mitad por un plano que 
pasa por su eje de simetría. La base del cono es un semicírculo de radio 
“a” y la altura del cono es “h”
Figura 27 
Ejercicio propuestos sobre volúmen de sección recta conocida
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Observe que en el plano yz se forman dos triángulos rectángu-
los cuyos catetos son para el triángulo mayor, a y h y para el triángulo 
menor, r y x.
2. Hallar el volumen de un sólido de base un círculo de radio r=4, sabiendo 
que la sección determinada en él por un plano perpendicular al diámetro 
es un cuadrado
Figura 28 
Ejercicio propuestos sobre volúmen de sección recta conocida
Ecuación del círculo de base:
Área del cuadrado perpendicular a la base:
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Despejando de la ecuación del círculo:
Ya que los límites de integración fueron 0 y 4, el volument 
total será el doble
3. Encontrar el volumen de un sólido cuya base es la región entre una 
arcada de y=senx y el eje x. cada sección transversal perpendicular al eje 
x es un triángulo equilátero sobre la base
Figura 29 
Ejercicio propuestos sobre volúmen de sección recta conocida
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4. Encontrar el volumen de una pirámide de base cuadrada de lado b y 
altura h
Figura 30 
Ejercicio propuestos sobre volúmen de sección recta conocida
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4. Calcular el volumen del sólido generado al intersecar dos cílindros rectos 
perpendiculares
Figura 31 
Ejercicio propuestos sobre volúmen de sección recta conocida
Como la sección representada es la octava parte del volumen 
total buscado, entonces,

Solución ejercicios propuestos 
sobre Cálculo de Longitud de Arco
1. Encontrar la longitud de la curva . Compruebe ese 
resultado usando los conocimientos adquiridos en Geometría Analítica
Figura 32 
Ejercicio sobre Longitud de Arco
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Comprobación con la fórmula de la distancia:
2. Calcular la longitud del arco de circunferencia de radio 3 que forma 
un ángulo de 60° con el eje x positivo. Comprobar la respuesta usando la 
fórmula para cálcular el arco de circunferenica conociendo ángulo y radio
Figura 33 
Ejercicio sobre Longitud de Arco
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Comprobar con la fórmula de arco de círculo 
Note que la respuesta por integración es el doble que aplican-
do la fórmula. Esto se debe a que el arco calculado es el que forma 
entre +π/3 y –π/3.
Esto se puede comprobar integrando sobre “y”.
Derivando con respecto “y”
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Como se puede apreciar, integrando con respecto a y no fue 
necesario dividir para 2, la respuesta es directa.
3. Hallar la longitud del arco de la curva  en [0,5]
Figura 34 
Ejercicio sobre Longitud de Arco




4. Hallar la longitud del arco de la curva  [1/2, 2]
Figura 35 




5. Hallar la longitud del arco de curva forma en [-3,1] de 
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Figura 36 
Ejercicio sobre Longitud de Arco
En este caso es mejor usar las técnicas de integración por 
aproximación, usando rectángulos vista al inicio de la sección del 
capítulo de integral definida, debido a la complejidad por el radical.

Solución ejercicios propuestos 
sobre Cálculo de Áreas de Superficies 
de Revolución
1. Encontrar el área de la superficie que envuelve el sólido generado al rotar 
la curva  alrededor del eje x.
Figura 37 
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El área total es el doble de ese valor al tomar en cuenta el 
lado izquierdo de la elipse
2. Hallar el área de la superficie generada en la rotación de y=mx alrededor 
del eje x en [0,2]. ¿Qué figura forma?
Figura 38 
Ejercicio sobre Área de Superficie de Revolución
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3. Calcular el área de la superficie generada en la rotación de y=mx+b 
alrededor del eje x en [0,2]. ¿Qué figura forma?
Figura 39 
Ejercicio sobre Área de Superficie de Revolución
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4. Hallar el área de la superficie de revolución que se forma al rotar la 
curva  sobre el eje x
Figura 40 




Como el área calculada es solo la del lado derecho, ya que la 
función es par, es decir, simétrica con respecto al eje y, entonces
5. Calcular el área de la superficie que se forma al girar alrededor del eje 
x la curva  en [-2,2]
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Figura 41 
Ejercicio sobre Área de Superficie de Revolución
Usando las identidades de funciones hiperbólicas:
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Solución ejercicios propuestos 
sobre Trabajo
1. Se conoce que para estirar 1 cm un resorte de 12 cm de largo en estado 
natural, se requiere 80N. Calcular el trabajo necestiado para estirarlo: a) 
desde 12 a 15 cm b) desde 15 a 16 cm.
2. Un tanque de forma cilíndrica de 5m de diámetro y 8m de profundidad, 
está llena de agua (1000 kp/m3). Calcular el trabajo para bombear el agua 





(ecuación de una recta vertical)
3. Si el tanque del problema 2 tiene agua hasta los 5m de profundidad. 
Calcule el trabajo para bombear el agua igualmente hasta el borde del tanque
SOLUCIÓN EJERCICIOS PROPUESTOS SOBRE TRABAJO
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4. Calcular el trabajo necesario para llevar agua hasta el extremo superior 
del depósito de la figura 35. El largo del tanque es 50p y el diámetro es 





5. Un tanque semiesférico está lleno de petróleo. Calcular el trabajo nece-
sario para llevar todo el petróleo hasta la superficie
Figura 44 
Ejercicio sobre Trabajo
Solución ejercicios propuestos 
sobre Fuerza Ejercida por un Líquido
1. Un tanque con forma cilíndrica circular recta con petróleo hasta la mitad 
de su altura descansa sobre el lado circular como muestra la figura. Las 
medidas del tanque son: 8p de diámetro y 24p de longitud. Determine la 
fuerza total ejercida por el fluido contra una de las caras circulares. (peso 
específico del petróleo 50 lb/p3)
Figura 45 
Ejercicio sobre Fuerza ejercida por un líquido
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2. Calcular la fuerza que ejerce el agua sobre la superficie triangular sumer-
gida de lados 5m, 5m, 8m con el lado mayor estando paralelo a la superficie 
del líquido y situado 3m por debajo del nivel 
Figura 46 
Ejercicio sobre Fuerza ejercida por un líquido
Para simplificar el problema, el eje x será positivo hacia abajo 
y el eje y será positivo hacia la derecha.
Cálculo de la coordenada del vértice inferior
Ec. de la Recta que pasa por el cateto sobre el eje x
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Ec. de la Recta que pasa por el cateto bajo el eje x.
3. Determine la fuerza ejercida por el agua sobre una compuerta circular 
de 4p de radio cuyo lado superior se encuentra 2p por debajo del nivel del 
agua (peso específico del agua 62.4 lb/p3)
Igual que el ejercicio anterior, el eje x es positivo hacia abajo y 




Ejercicio sobre Fuerza ejercida por un líquido
Haciendo las siguientes sustituciones en la primera integral:
Segunda integral
Haciendo los cambio de límites para la 1era Integral:
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Solución de ejercicios propuestos 
sobre Centroides y Momento de Inercia
1. Encontrar una fórmula que sirva para encontrar la posición del centroide 
de la enjuta parabólica dada en forma general por y=kx2 desde el punto 
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El centroide se encuentra en (0, 8/5) ubicado sobre el eje y 
como se esperaba por ser una funcion simetrica con respecto al eje y.






4. Encontrar el centroide del área bajo la curva y=senx en [0,π]






5. Encontrar el centroide del área de la figura
Se divide el área en 3 zonas y se encuentra el centroide para 
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Ya que el área 3 es simétrica al área 1, las coordenadas del cen-
troide son
Las coordenadas del centroide del área 2 por ser rectángulo 
son
Las coordenadas de las 3 áreas en conjunto son:

Solución de ejercicios propuestos 
sobre Ecuaciones Paramétricas
Ecuaciones Paramétricas
1. Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por 
P(5,3) y Q(8,2)
2. Parametrizar la curva 4x+y-5=0
Se trata de una recta. Se sabe que las ecuaciones paramétricas 
de una recta son:
Para parametrizar se necesitan dos puntos conocidos de la 
recta que se los puede encontrar haciendo x=0 y luego y=0
Aplicando las ecuaciones paramétricas y despejando t
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3. Encontrar las ecuaciones paramétricas del círculo cuyo centro está en 
(2,-5) y el radio es 6
Las ecuaciones paramétricas del círculo son:
4. Parametrizar el círculo
 
5. Parametrizar la parábola 
La variable que está elevada a la segunda potencia se la toma 
como parámetro
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6. Convertir las siguientes ecuaciones paramétricas de rectangulares a car-
tesianas: 
Ya que el parámetro t es al a vez la variable x, entonces se pue-
de reemplazar t por x en la segunda ecuación y se tiene: 
Completando cuadrados
7. Encontrar la ecuación general de la elipse cuyas ecuaciones parmétricas 
son: 





8. Encontrar las ecuaciones paramétricas de la elipse: 
Completando cuadrados:
Las ecuaciones paramétricas son
9. Encontrar las ecuaciones paramétricas de la hipérbole
La hipérbole es horizontal con centro C(3,5); a=2, b=3, luego 
las ecuaciones paramétricas son: 
10. Encontrar la ecuación de la hipérbole cuyas ecuaciones parmétricas son: 
Es una hipérbole vertical con: 
La ecuación simétrica es: 
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11. Graficar la función dada por . Encontrar los 
puntos donde hay tangentes horizontales
Figura 53 
Ejercicio sobre Derivadas de Ecuaciones Paramétricas




12. Calcular el área total dentro de la curva del ejercicio 11.
La cuarta parte del área total es:
Usando la identidad trigonométrica sen2t=2sent cost
Solución de ejercicios propuestos 
sobre Coordenadas Polares
Coordenadas Polares
1. Transformar de polares a rectangulares la función r=2acosθ e 
identificar la surva sin necesidad de graficarla
Pasando al lado izquierdo la raíz que está en el denominador
Completando cuadrados y balanceando la ecuación




2. Demostrar matemáticamente que r=acosθ+bsenθ es un círculo cuyo 
centro está en (a/2,b/2), su radio es  y corta al eje x en (a,0) 
y al eje y en (0,b)
Es una circunferencia con centro en 
Reemplazando en la ecuación ① x=0 se tiene
Reemplazando en la ecuación ① y=0 se tiene
Comprobar graficando
3. Convertir la ecuación dada en polares por r=senθ a rectangulares e 
indicar el tipo de curva
Reemplazando en la ecuación polar:
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Es cun círculo con centro en  
Comprobar graficando
4. Convertir la siguiente ecuación dada en rectangulares a polares: 3x-2y+2=0
Reemplazando x por rcosθ; y por rsenθ se tiene:










) los puntos en coordenadas rectangulares




6. Calcular el área encerrada por la curva r=4senθ
Figura 54 
Ejercicio sobre Áreas en Coordenadas Polares
El área calculada es la mitad del círculo. El área total será 
el doble:
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7. Calcular el área comprendida entre r=4senθ y r=4cosθ
Figura 55 
Ejercicio sobre Áreas en Coordenadas Polares
Los puntos de intersección se obtienen igualando las ecuaciones 
r=4senθ y r=4cosθ
Los ángulos para el cual es igual senθ al cosθ son 0 y π/4
Para θ=0, r=0; para θ= π/4, 
La figura de la derecha es una ampliación del área de inter-
sección de la figura izquierda. En la figura derecha se puede apre-
ciar una diagonal que divide el área de intersección. ① y ② son 
áreas diferenciales.
Para el cálculo del área de la mitad inferior se usa r=4senθ, 
el área diferencial ① y los límites de integración para θ son 0 a π/4.
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Para la mitad superior del área sombreada se trabaja con 
la curva r=4cosθ, el área diferencial ② y los límites de 
integración para θ son π/4 a π/2.
El área total es la suma de las dos áreas ya calculadas:
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8. Calcular el área de intersección que se encuentra del lado de afuera de 
la curvas r=6cosθ y dentro de r=2cosθ+2
Figura 56 
Ejercicio sobre Áreas en Coordenadas Polares
Cálculo de los puntos de intersección de las curvas:
Los puntos de intersección son: (3,π/3) y (3,5π/3)
Ya que la figura es simétrica con respecto al eje x, se trabajará 
solo con la parte superior.




 integrada entre π/3 y π 
para A
2
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9. Calcular el área encerrada por r=senθ
Figura 57 
Ejercicio sobre Áreas en Coordenadas Polares
Área de uno de los pétalos
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El área de los cuatro pétalos es: 
10. Encontrar le área encerrada por las curvas r=tgθsecθ y r=cotgθcoscθ
Figura 58 
Ejercicio sobre Áreas en Coordenadas Polares
Punto de corte:
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El ángulo que corresponde a esa igualdad es: 
El otro punto que cumple esta igualdad en el origen en donde 
r=0 y el senθ para la parábola horizontal es 1 y el cosθ para la pará-
bola vertical es 1. Luego los límites para θ van de 0 a π/4.
El estudiante puede comprobar ese resultado convirtien-
do las ecuaciones a rectangulares e integrando como se muestra 
a continuación:
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